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Introduction

D’une facon un peu générale, ’approximation polynomiale tente de répondre
au probléme suivant, a la base méme du calcul scientifique : étant donné une
fonction f calculable, mais "compliquée”, comment la remplacer par une fonc-
tion f plus "simple”, tout en restant proche de f 2.

On ne cherchera pas, dans ce cours, a définir de fagon rigoureuse ce qu’est une
fonction "compliquée". En revanche, on pourra dire qu’une fonction est "simple"
s’il suffit de connaitre un "petit" nombre de paramétres pour la connaitre en
chacun de ses points. Ainsi, une courbe sismique ou la trajectoire des particules
émises par un moteur d’avion pourront étre considérées comme des fonctions
trés compliquées, tandis qu’un polyndme (de degré n pas trop grand) sera vu
comme une fonction particuliérement simple. Le dilemme qui se pose & 1'utili-
sateur (ou au concepteur) d’'une méthode d’approximation numérique est alors
assez clair : plus Papproximant f sera "compliqué", et plus approximation (si
elle est raisonnable) aura de chances d’étre précise. En d’autres termes, plus on
se donne de moyens de calcul, et plus le résultat aura de chances d’étre bon.

En termes mathématiques, ce "dilemme" s’exprime souvent sous la forme d’une
inégalité du type
e(n) ! C(f)a(n), (1)

ou n représente la complexité de l’approximation, autrement dit le nombre de
paramétres déterminant ’approximant f = fn (ou bien : le temps cpu nécessaire
a son calcul, ou encore la place mémoire. .. ), e(n) représente ’erreur d’approxi-
mation, i.e. la distance entre f et fn, « est une fonction positive et décroissante
(en principe, tendant vers 0!) et ou C(f) désigne une "constante" (calculable)
ne dépendant que de f. Bien str, toutes les estimations d’erreur n’ont pas cette
forme, mais I'idée générale est la méme, & savoir de quantifier le compromis,
un peu a la fagon d’un devis. En effet, que nous apprend l'inégalité (1) ? Deux
situations sont envisageables :

1. si Pon a besoin d’une précision donnée ¢ > 0, on déduit de (1) qu'il
nous faut chercher une approximation de complexité au moins égale a
oL (e/C(F)).

2. si 'on dispose de ressources de calcul limitées, correspondant & une com-
plexité N, (1) nous garantit qu’on aura une erreur inférieure a C(f)a(N).

Dans ces conditions, on comprend bien que le probléme de la conception (ou
du choix) d’une méthode d’approximation numérique consiste essentiellement,
avant de chercher & obtenir une approximation trés précise, a faire en sorte que
le compromis réalisé entre la complexité du calcul d’une part, et sa précision
d’autre part, (en quelque sorte, donc, le rapport qualité/prix) soit le meilleur
possible. On tentera donc, pour chaque technique d’approximation proposée,
d’en faire ici I’analyse mathématique, notamment dans le but d’établir des esti-
mations d’erreur de la forme (1) qu’on comparera éventuellement & d’autres.

Notre plan sera le suivant : dans la section 1, on commencera par se donner un
cadre théorique, ou l'on précisera en particulier la (les) distance(s) utilisée(s)
pour donner un sens a la notion méme de précision des approximations. On se
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posera alors les questions suivantes, dont il convient de connaitre la réponse
avant de se lancer dans un calcul numérique :

— pour une distance donnée, existe-t-il une meilleure approximation polyno-
miale ?

— si oui, est-elle unique ?

— éventuellement, sait-on la calculer ?

On présentera alors dans la section 2, plusieurs techniques importantes d’ap-
proximation polynomiale, & savoir les développements de Taylor, I’interpolation
de Lagrange (i.e. simple), l'interpolation de Hermite (i.e. d’ordre élevé), les
polynomes de Bernstein, et enfin (dans la section 3) le principe des méthodes
polynomiales par morceaux, discontinues ou par splines. Dans la section 4, on
reviendra alors sur le calcul des meilleures approximations. D’abord au sens de
la distance uniforme, dont ’existence et 'unicité seront établies dans la section
1 ou l'on introduira la notion d’equi-oscillation, ensuite au sens de la moyenne
quadratique (pondérée), en détaillant leur calcul dans les différentes bases de
polynémes orthogonaux associées a différentes pondérations des moyennes qua-
dratiques.

Dans la section 5, on appliquera enfin ces techniques et résultats, valables pour
I’approximation polynomiale d’une fonction f, a 'approximation de son inté-
grale, par ce qu’on appelle des formules de quadrature numérique.

1 Reésultats généraux de projection dans un EVIN

Pour se fixer un cadre de travail, on considérera que la fonction f qu’on
cherche a approcher appartient & un espace vectoriel normé F, et on notera M
la partie de E' dans laquelle seront choisies les approximations.

Dans la suite, les situations dans lesquelles on se placera seront celles ol F
est soit 1’espace des fonctions continues

E = C([a,b]) (2)

muni de la norme

" ree =" f" Lo (lap)) = sup |f(z)],
z€la,b]

soit I’espace des fonctions de carré (pondéré) intégrable
B = L([a, b)), (3)

muni de la norme

b 2
“frrz =" "L ((ap) = </ |/ (z)Pw(x) dx) ;

w étant une fonction strictement positive et intégrable, i.e. f; w(z)de < # .



1 RESULTATS GENERAUX DE PROJECTION DANS UN EVN 4

1.1 Notion de meilleure approximation

Dans un tel cadre, la norme de F est 'outil naturel pour mesurer la qualité
des approximations. En particulier, on dira que fj; est une meilleure approxi-
mation de f (dans M) si

fM$M et "f%fyu"p=de(f,M):= giél]a"f %g" k. (4)

Remarque 1.1 Il peut trés bien ne pas exister de meilleure approximation (voir
Vexemple 1.2 ci-dessous), alors que la borne inférieure infy e f % g" kg, elle,
eziste toujours. Et en cas d’existence, il se peut tres bien qu’il n’y ait pas unicité
(voir Uezemple 1.3 ci-dessous).

1.2 Existence d’une meilleure approximation

Commengons par un exemple (relativement simple) de non-existence.

Exemple 1.2 (non-existence d’une meilleure approximation) Prenons [’es-
pace E des suites bornées :

E =0 :{(uk)kEN:&C>O7 |u/€|! C'k}a

muni de la norme suivante (de type 0* pondéré’)

n L
U g = Z 2—k|uk|

keN

(Bien sar, on pourrait munir E de sa norme ‘usuelle’ "u" g = supyey |ukl,
mais alors notre exemple ne marcherait pas!) Comme partie M, on choisit l’en-
semble des suites tendant vers 0 (notons que c’est un sous-espace de E, de
dimension infinie), et on considére comme élément de E & approcher la suite
constante

VE = 1, " k.

Que vaut dg(v, M) = inf,cp"v %u" g 2 Pour le calculer, il faut chercher des
suites de M qui s’approchent de v. Par exemple la suite tronquée u™ définie par

" 1 sik! n
U =
k 0 sik( n+l

vérifie
" O™ e — Z 1 1
E — 2k - 2n7
k>n+1

ce qui montre que l’ensemble {" v%u"g : u'$ M} contient des valeurs aussi
petites que l'on veut, et donc que sa borne inférieure vaut dg(v, M) = 0. Suppo-
sons maintenant qu’il existe une meilleure approrimation, i.e. que cette valeur
est atteinte par un élément vy de M : on aurait alors

"v %UM"E = dE(U,M) = O7

ce qui impliquerait v = vyy. Comme v n’est clairement pas dans M, on voit que
c’est impossible. Le minimum n’est donc pas atteint.
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En termes topologiques, ’exemple ci-dessus correspond & la situation ou 1’élé-
ment v qu’on cherche & approcher est dans I’adhérence M de M, mais pas dans
M. Ce qui implique, en particulier, que M n’est pas une partie fermée de E. Le
théoréme suivant (qui s’appliquera a toutes les situations qu’on rencontrera en
pratique) utilise une hypotheése qui évitera que cette situation se produise.

Théoréme 1.1 (existence d’une meilleure approximation) Si M est un
sous-espace de dimension finie de E, alors tout élément f de E posséde (au
moins) une meilleure approxzimation dans M.

Preuve. Tout d’abord, commencgons par rappeler que dans un espace de dimen-
sion finie, les boules sont compactes, ce qui signifie (entre autres choses) qu'une
suite bornée posséde toujours une sous-suite convergente (ce qui n’est claire-
ment pas vrai dans un espace de dimension infinie). C’est cette propriété qu’on
va utiliser ici. D’aprés la définition d’une borne inférieure, on sait en effet qu’il
existe une suite d’éléments g, $ M, telle que

"f%ga"p) inf"f%g"p.
geM

En particulier, une telle suite est forcément bornée, on peut donc utiliser 1’ar-
gument ci-dessus pour en extraire une sous-suite g,(,) qui converge dans M
vers un élément qu’on notera g*. On aura alors, en utilisant la continuité de la
norme,

"f %g*nE — lim "f %go—(n)"E: lim "f %gn"E: inf "f %g"E.
n—oo n—oo geM
En d’autres termes : g* est une meilleure approximation de f dans M. O

Dans la suite, la partie M sera toujours un espace vectoriel de dimension
finie. Par exemple, on considérera le cas ou M est I'espace

P, :={p(x) =cpz™ + &b+ co:co,...,cn $ R}
des polynomes de degré inférieur ou égal & n, clairement inclu dans les espaces
(2) et (3).
1.3 Unicité de la meilleure approximation

La question suivante que ’on peut se poser est alors de savoir si ’on a unicité
de la meilleure approximation. L’exemple suivant (trés simple) montre que ce
n’est a priori pas toujours le cas.

Exemple 1.3 Prenons ici E = R? muni de la norme " " joo := max{| z1|, |z2|},
et pour M, la droite {x : o = 0}. Dans la mesure ot les "boules” de E sont des
carrés de cotés paralléles auz azes, il est facile de voir que le point y := (0,1), qui
est a distance 1 de la droite M, posséde une infinité de meilleures approximations
dans M : tout le segment [%1,1]* {0} + M, en fait, puisque

"2 %y" g = max{| z1|,1} lorsque = $ M.

On a toutefois le résultat suivant.
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Théoréme 1.2 (unicité - cas strictement convexe) Dans les hypothéses du
théoréme 1.1 (M est un espace de dimension finie), supposons la boule unité de
FE soit strictement convexe i.e. que

<1
E

"h'e="f'e=1letfi=fo = ’ L;h

(on dit alors que E est un espace strictement conveze). Alors la meilleure ap-
proximation est unique.

Preuve. Supposons que f posséde (au moins) deux meilleures approximations
distinctes f1 et fo dans M. On a

‘ f%f _ ‘ f%f> ]
dE(f7M) E dE(f7M) E
et, M étant convexe, f3 := % $ M. La stricte convexité de F nous permet

alors d’écrire

f%fi %[
"f%f3"E=d M d M
1015 = di(00) | b+ S ERE < i),
ce qui est en contradiction avec la définition de dg(f, M). O

En ce qui concerne nos applications, on a le corollaire suivant.

Corollaire 1.4 Pour toute fonction f de L?([a,b]), il existe une et une seule
meilleure approrimation polynomaiale.

Preuve. Commengons par observer que L2 ([a,b]) est un espace de Hilbert, et
a ce titre, strictement convexe. En effet, il est facile de voir que si f; et fo
sont deux fonctions de norme " fi" 2 =" fo"r2 = 1, l'inégalité (théoreme) de
Cauchy-Schwarz nous apprend que

b
fiefo = S fole ::/ fil@) fe()w(z)dz ! " fi" 2" fo" 12 =1,

avec égalité lorsque f; et fo sont colinéaires. Supposons d’abord que ce n’est
pas le cas (on pourrait aussi utiliser I’égalité du parallélogramme) : on aurait

‘f1+f2

2
Considérons maintenant le cas ou f; et fo sont colinéaires : étant de méme
norme, mais différentes, fi et f> seraient alors opposées, et " fi + f2"7, =0 < 2.
On en déduit la stricte convexité, et le théoréme 1.2 s’applique. O

2

(L4 f1, fol ) < 1.

1 1
= Z'fl + fo, fi 4+ folw = 3

L,

Remarque 1.5 Pour l'approximation en distance uniforme, le théoréme 1.2
ne s’applique pas, en effet il est assez facile de voir que C°([a,b]) nest pas
strictement convexe. La meilleure approzimation polynomiale y est néanmoins
unique, comme on le montrera dans la suite (voir le théoréme 4.2). Enfin, on
attirera lattention du lecteur sur le fait que cette unicité n’a plus lieu lorsque
f appartient seulement & L>([a,b]) : penser a Uapproxzimation affine de f(x) =
signe(x) sur (%1, 1].
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1.4 Projections orthogonales dans un Hilbert

Lorsque E est un espace de Hilbert, les résultats précédents nous garantissent
donc 'existence et I'unicité d’une meilleure approximation polynomiale. On a en
fait un résultat plus précis, énoncé par le théoréme 1.3 ci-dessous (& toutes fins
utiles, on attirera ’attention du lecteur sur le fait que le titre de ce paragraphe
est redondant : la notion d’orthogonalité, de méme que celle d’angle en général,
n’a en effet de sens que dans un espace de Hilbert).

Théoréme 1.3 (projection orthogonale sur une partie convexe) Si F est
un espace de Hilbert (de produit scalaire & 8lg), et M un convexe fermé non
vide (inclus dans un sous-espace de dimension finie), alors tout f $ E posséde
une unique meilleure approzimation fyr $ M, caractérisée par la relation

S, g% fule! 0 "g$ M. (5)

Remarque 1.6 Le titre du théoréme ci-dessus s’explique par les observations
suivantes : d’une part, il est clair que Uapplication Pyr: f)  far vérifie (Par)? =
Pyy, c’est donc bien une projection. D’autre part, on peut dire qu’elle est ortho-
gonale dans la mesure ou, si l’on désigne par

Er(f,f) ={9g$S E:.f%f,g%flp =0}
Uhyperplan orthogonal a f % f. passant par un f. $ E arbitraire, et par

le demi-espace délimité par E*(f, f.) qui ne contient pas f, far se caractérise
par le fait qu’il est le seul élément de M pour lequel M est entierement inclus

dans E~(f, fu)-

I et
~

~
*

B, ) AP

Fig. 1 — illustration de la remarque 1.6 : la projection othogonale de f est
I'unique f* $ M pour lequel M et f sont séparés par 'hyperplan E-(f, f.).

Preuve du théoreme 1.3. D’aprés les théorémes 1.1 et 1.2 ci-dessus, 'existence
et l'unicité sont acquises. Notons - toujours d’aprés 'exemple 1.2 - qu’il est
nécessaire de supposer M inclus dans un sous-espace de dimension finie, ou plus
généralement, de supposer M localement compact. Il ne nous reste donc plus
qu’a montrer que la meilleure approximation est effectivement caractérisée par
la relation (5) : considérons donc pour commencer que g $ M vérifie

%G, g%g/lg! 0 ‘g% M.
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On a alors
F % =" %y 2. %59 %l 5 %" g% %! " f %g"h

pour tout g $ M, preuve que g est dans ce cas la meilleure approximation.
Réciproquement, supposons par contraposée qu’il existe un ¢ $ M pour lequel

f%g,9g%glg > 0.
On en déduit sans peine que la fonction
— |l fo % \) g 2
D) = f%((1%N\)g+ )|,

est strictement décroissante sur un voisinage de 0, et donc qu’il existe un
A« $ 10, 1] pour lequel g, := (1 %\,)g + \ig vérifie

"f%g."% = D(\) < D(0) ="f%g"%.

Comme M est convexe, un tel g, est dans M, et il en découle que g n’est pas
la meilleure approximation de f dans M. Par contraposée, on conclut la preuve
du théoréme. O

En ce qui concerne les applications pratiques, et notamment le calcul des
approximations, la caractérisation (5) nous sera d’une grande utilité. On a en
effet le corollaire suivant, dans le cas ot M est un espace vectoriel.

Corollaire 1.7 (projection orthogonale sur un espace vectoriel)  Lorsque
M est un sous-espace vectoriel (de dimension finie) de E, la caractérisation (5)
de la meilleure approrimation devient

ou, de facon équivalente, f % fir $ M.

En particulier, la projection Pp;: f ) far est alors linéaire, et si 'on note
G={g1,...,9m} une base de M, la meilleure approximation fa = > .-, ¢;g;
est donnée par

c=A"'f, (7)

ouc, f et A désignent respectivement les vecteurs (colonnes) (¢;)1<i<m, (- f> il E)1<i<m
et la matrice (.g;, g;/ k) 1<ij<m (diagonale lorsque G est une base orthogonale).
Concluons cette section par l’observation suivante, simple mais importante :
on vient de voir que dans un espace de Hilbert, la meilleure approximation était
donnée par une projection linéaire (orthogonale). Lorsque F n’est plus un es-
pace de Hilbert, la situation est moins favorable et la meilleure approximation,
si tant est qu’elle soit unique, n’est a priori plus donnée par une construction
linéaire. Malgré cela, on observera facilement que lorsque la partie M est un
sous-espace (de dimension finie ou infinie) de E, une projection linéaire arbi-
traire Ppy: E) M est a priori un candidat intéressant pour construire des
"presque meilleures approximations", car - & une constante multiplicative prés
qui dépend précisément de la projection choisie - 'erreur " f % Py, f" g est la
plus petite possible. Le lemme ci-dessous précise cette propriété.
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Lemme 1.8 (approximation par projection linéaire - cas général) Si M
est un sous-espace (quelconque) de E, et si Py est une projection linéaire de E
dans M, alors on a pour tout f $ F :

"o " WD n ) g op
f%Pyf'g! (1+"|Pu |E)glé1{4 J%g" B,

ot "|Pa"| 2= Supsep f0 ”PH)%{JE désigne la norme de l’opérateur Pyy.

Preuve. Si Py est une projection sur M, alors on a Py;g = g pour tout ¢ $ M.
On en déduit

"fRPufE! "f%g E+"Pulg%f) et (1+"Pu"])" f %" e,

et le lemme s’obtient en prenant la borne inférieure sur les ¢ $ M. g

2 Techniques d’approximations polynomiales

Que nous a appris la section précédente ? Qu’il existe toujours une meilleure
approximation polynomiale, que ce soit en distance uniforme ou en moyenne
quadratique (pondérée ou non), d’une fonction f quelconque (appartenant a
Pespace correspondant). Dans ce dernier cas, on dispose méme d’un moyen de
calcul de la meilleure approximation d’une fonction f quelconque (a partir de ses
produits scalaires contre des polynémes donnés), meilleure approximation qu’on
sait d’ailleurs étre unique. En revanche, on ne connait toujours pas la valeur des
erreurs correspondantes, i.e. on ne sait ce que vaut en général la distance

dE(f7 Pn) = pleng "f %p"E7

que E soit donné par (2) ou (3). Bien sir, ces erreurs dépendent de la fonction
considérée, et il n’est pas question d’en faire une étude "exhaustive". On peut par
contre tenter d’obtenir des estimations générales qui nous diront rapidement quel
type d’erreur on peut attendre de ’approximation d’une fonction f & partir de
sa régularité. C’est ce que nous nous proposons de faire ici, en en profitant pour
passer en revue quelques méthodes classiques d’approximations polynomiales.

2.1 Développements de Taylor

Un exemple trés classique d’approximation polynomiale est donné par les
polyndémes de Taylor qui apparaissent dans le développement limité d’une fonc-
tion. Rappelons-les briévement : en supposant - pour l'instant - f infiniment
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réguliére, on a en intégrant par parties, pour = $ [0, 1],
f@) =10+ [ £y
0

— F(0)%[(x %) ()] + / (@ %) " (y) dy

— £(0) +2/'(0) + / (%) 1" () dy

0

x %y)? ‘ T (x%y)?
= 10+ 0) 96| SR )|+ [TETIE 0 ay

= 10) +af O r'0)+ [ ETE 10 ay
(@

:f(O)+x’f/(0)+ééé+%?f(n)(0)+/xw

T ) dy.
0 .

On en déduit donc que le polynéme

qu’on pourrait appeler "polynéme? de Taylor de f a I’ordre n", approche f avec
une précision ponctuelle

@)Wl = | [ g as ol )

2.2 Estimations d’erreur pour des développements de Tay-
lor

Ainsi, on obtient facilement I’estimation suivante en distance uniforme, pour
une fonction f$ C"*+1([0,1]) :

xT 0/ n
T Loy ! sup (z%y)" dy )" fOT e 0,17
' ze[0,1] \Jo n! ’

(9)
L C(n)" fD" o))

avec C(n) = ﬁ
Remarque 2.1 On sera attentif au fait que Uerreur est bien plus faible preés

du point x = 0 (et, plus généralement, de l'origine du développement), dans la
pntl

(n+1)!

mesure ot l'on a " [ % T, f" L0, ! " fndi)n Le([o,r]) pour tout r > 0.

A partir de (8), il est également possible d’estimer U'erreur en moyenne quadra-
tique pondérée. On peut en effet écrire, lorsque la dérivée (n + 1)-éme de f est

20u : développement (polynomial)
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de carré intégrable,

w(z)dz

[ i) ay
0

n!

1
'V%Ef%mmnzé

| / ( / 1) ay) w(w)dz
! / (\ (c %4" sz) w(z) de

n!
ou 'on a utilisé 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans la derniére inégalité. Pour
x $ [0,1], un petit calcul nous donne

(z %y)" ’

n!

Hf(nﬂ)‘

L2([0,1])

1 x 1
[ el ay= [ @) ay+ [ o) ay
0 0 x
_ 1
Ck+1

1

(xk"rl + (1 %x)k-‘rl) | m7

on en déduit

puis finalement

(x%4" ||

n!

1 /1 on 1
b [ 2%y dy!
L2oan  (m)? Jo (2n+1)(n)?

"fRTuf 2o ! Cul(n) "f("+1)’

(11)

L2([0,1])

W onl/2

avec C,,(n) = Wﬁ W ri(o,1))”

Exercice 2.2 En utilisant un changement de variable, déduire de (9) et (11)
les estimations d’erreur associées a l’approximation polynomiale sur un segment
quelconque [a, b].

Outre la légere différence dans les "constantes" C(n) et C,,(n), 'observation des
estimations (9) et (11) nous renseigne sur deux caractéristiques essentielles de
I’approximation polynomiale, et sur lesquelles on aura ’occasion de revenir, a
Savoir :

1. Perreur d’interpolation (ou du moins, son estimation a priori) est d’autant
plus petite que la fonction & approcher est réguliére, plus précisément une
méthode (polynomiale) de dégré n, c’est-a-dire d’ordre n + 1, verra sa
précision évoluer comme (environ) m si f est elle méme réguliere a
l’ordre n+1; L’approximation par des polyndémes de Bernstein, ou par des
méthodes polynomiales par morceaux (voir sections 2.7 et 3 ci-dessous),

nous donnera un moyen de contourner cette difficulté.

2. si ’on mesure erreur f%T, f dans une norme "@"g, c’est également dans
cette norme qu’il faut mesurer les dérivées de la fonction f.
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2.3 Interpolation de Lagrange

Les méthodes d’interpolation sont fondées sur le principe suivant, bien connu.

Lemme 2.3 Parn+1 points fizés { (xo,y0), - - - (Tn,yn)} dans R?, tels que a !
To < 88A< z, ! b, il passe un et un seul polynéme p $ P,,, vérifiant

p(zi) =vi;, 1=0,...n. (12)

Preuve. Ce résultat étant élémentaire, on en donnera une preuve compléte : tout
d’abord, il est clair que (12) est un systéme linéaire de n + 1 équations a n + 1
inconnues (en cas de doute, le réécrire avec p(x) = ¢, 2™ +8&8&t+cp). Pour montrer
qu’il admet une unique solution, il suffit donc de montrer que

Yy =add=y, =0 = co = dda= ¢, =0,
ce qui est archi-classique (en cas de doute, appliquer n fois le théoréme de Rolle

pour montrer que ¢, = 0, et recommencer. . . ). O

Remarque 2.4 Dans la base canonique {1,x,884,x™}, le systeme (12) s’écrit

co Y0 1 =z 8&&a& xf
Al =1 : avee A= | I )
Ch, Un 1 =z, & al
. . . o n k .
les ci, étant les coordonnées de p, ie. p(x) = >, _cxx®. On reconnait en

A la matrice de Van der Monde, dont le déterminant est (exercice classique)
det(A) = Hi<j(xj %.731) — 0.

D’aprés le lemme 2.3, le polyndéme interpolant une fonction f aux points
xo, &84, x, est donc défini de fagon unique, et peut étre calculé suivant la re-
marque ci-dessus en posant y; = f(x;). Mais ce calcul, qui nécessite d’inverser
A, a au moins deux inconvénients : d’une part il ne nous donne pas de formule
explicite pour p, d’autre part il est numériquement instable (la matrice A est
mal conditionnée).

On préfére donc écrire le polyndéme d’interpolation dans la base des polynémes
de Lagrange

x%zx;
- J L0 444
L"’i(x)_Hx.%x,’ i=0,&a,n
gt T
ou ses coordonnées sont simplement les valeurs ponctuelles de f. En notant
désormais L, f = Ly 4, 2, f "le" polynome interpolant f aux points x;, on

aura donc
n

Lof(z) = f@i)Llni(x).

=0
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2.4 Estimations d’erreur pour l’'interpolation de Lagrange

Tout d’abord, on peut observer que ’application

Ln:f) Laf

est linéaire et ne modifie pas un polynéme de degré inférieur ou égal & n. Au-
trement dit, c’est une projection linéaire sur P,,. D’aprés le lemme 1.8, on sait
déja que lerreur associée (dans E) vérifiera

"f%Laf et Cd(f,Pn)! C"f%T,f"E,

ou C'= (14 "|L,"|z). En particulier, si I'interpolation de Lagrange ne fait pas
trop croitre la norme des fonctions qu’elle interpole, on peut s’attendre & ce que
Perreur associée soit du méme ordre (au pire) que celle des développements de
Taylor. La question du calcul de la quantité "|L ,"|, parfois appelée constante
de Lebesque, est d’ailleurs intéressante a plus d’un titre et pourra étre abor-
dée en exercice. Mais revenons a 'erreur d’interpolation, et pour en avoir une

estimation directe commencons par établir le résultat suivant.
Lemme 2.5 A nouveau, supposonsa! zo < ... <z, ! b.Sif$ C"([a,b]),
alors pour tout x $ [a,b)], il existe un & $ |a, b] pour lequel

F(#) %L () = o T () (6,

(n+1)
ot I 41 () := [[1o(z Ym;).

Exercice 2.6 En utilisant une formule de la moyenne, montrer que le reste
du développement de Taylor - en un point xg - vérifie une relation semblable, a
savoir que pour tout x, il existe un &, appartenant au plus petit intervalle ouvert
contenant x et xq, tel que

0, n+1
@) % T, f(z) = %ﬂ"*”(@).

Preuve du lemme 2.5. Si x est I'un des z;, c’est évident. Sinon, posons (pour
un z fixé)
Fx(t) = f(t) %Lnf(t) %Can+1(t)7

ot la "constante" C est fixée de fagon a ce que F, s’annule en z, i.e.

f(@) %Lnf(x).

Cy =
Hn+1(z)

Il ne nous reste donc plus qu’a montrer que C, vaut (nil)! f ("+1)(§z) pour un
&, ad hoc. Pour ce faire observons que F;, s’annule en n+ 2 points x, xq, 884, T, ;
donc F! (qui est continue) s’annule en (au moins) n + 1 points (strictement)
inclus dans l'enveloppe convexe des précédents; donc F. etc. et finalement,
F"™) s'annule en (au moins) un point &, appartenantt au bon intervalle ouvert.

Comme enfin on a clairement

Lof® @) =0 et T V@) =m+1) "t$R,
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Fénﬂ)(fm) = 0 implique C, = (nj_l)!f(”“)(&), ce qui conclut cette preuve. [

Du lemme 2.5, on déduit facilement ’estimation suivante pour ’erreur d’in-
terpolation en distance uniforme :

" " 1) Lo ((a,b]) w p(na1)n
FOLf" oo (jay) ! CES SO a)- (13)

On constate alors deux phénomeénes :

1. dans la mesure ot 'on a toujours "Il 41)" Leo(ap) ! (b %a)" !, cette
estimation est au moins aussi bonne que (9). On retrouve ainsi le fait
bien connu que I'approximation par développement limité n’est a priori
meilleure que dans un petit voisinage de l'origine, voir la remarque 2.1.

2. pour un ordre n fixé, estimateur (13) dépend de deux "données" indé-
pendantes : la fonction cible f - via sa régularité d’ordre n + 1 -, et la
position des points d’interpolation zg,...,z, via 'amplitude maximale
du polynome II,,11.

Dans la section suivante, on verra que le meilleur choix possible pour les points
xo, - - -, %, (indépendamment, a nouveau, de la fonction f) est donnée par les
noeuds de Chebyshev, zéros du polynéme de Chebyshev C,;;. La figure 2.4
illustre ce phénomeéne (pour une fonction f trés réguliére).

degree 8 degree 8

F1G. 2 — influence des points d’interpolation. On observe ici deux interpolations
de degré 8 de f(x) = (1+22)~! sur l'intervalle [%5, 5] : & gauche pour des nceuds
équi-répartis, et a droite pour les nceuds de Chebyshev.

On prouvera alors I’estimation d’erreur suivante (en combinant (13) et le corol-
laire 2.8 ci-dessous) .

Théoréme 2.1 L’interpolation polynomiale LS définie aux points de Chebyshev
sur un intervalle [a, b] vérifie

2 b%a
"FULEF (o) ! < 1

n+1
pnd e . 14
T 1) ) f Lo ([a,b]) (14)
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pour toute fonction f $ C**tY([a,b]).

Exercice 2.7 Peut-on déduire du lemme 2.5 une estimation d’erreur d’inter-
polation en distance quadratique du méme type que (11) 2

2.5 Polyndémes et noeuds de Chebyshev

Pour un entier n et un intervalle [a, b] fixés, le polynome I, 1 (z) := [[;,(z%
x;) d’amplitude minimale sur [a, b] peut étre écrit comme un cosinus. Plus pré-
cisément, il posséde la propriété de passer n + 2 fois par sa valeur (absolue)
maximale : une fois dans chaque intervalle |z;_1,2;[, ¢ = 1,...,n, et une fois
par extrémité de l'intervalle. Pour établir cette propriété, on va se placer par
commodité sur Uintervalle [%1, 1]. Les polynoémes de Chebyshev y sont définis
par la relation

G (z) := cos(k arccos(z)),

et vérifient (en appliquant quelques formules de trigonométrie)
G)=1, Gz)=z et GCGi(z)=22CG(x)%GCG,_1(x) pour k( 1, (15)
ce qui prouve que ce sont bien des polynoémes. Clairement, on a
"Ce' o1 ! L

pour tout k, et cette valeur est au moins atteinte aux extrémités de 'intervalle,
puisque

G.(%1) = cos(km) = (%1)* et  G.(1) = cos(0) = 1. (16)
La fonction 2 ) karccos(z) étant d’autre part une bijection continue de [%l1, 1]
sur [0, k7], il apparait que G, posséde k zéros distincts xg, ey xi_l dans l'in-

tervalle [%l, 1], et passe une fois (et une seule) par 1 entre chaque couple de
zéros successifs. On désignera les k + 1 extrema de G, par

yo=%l, ;%126 25 pour i=1,...,k%1, et y.=1

Le point essentiel consiste alors & montrer que grace a ses oscillations d’am-
plitude maximale (on parle alors d’équi-oscillation, et pour étre bien clair, au
risque d’étre redondant, je parlerai d’équi-oscillations d’amplitude mazimale), G
minimise son amplitude sur Uintervalle [%1,1] & un facteur multiplicatif pres.
Pour le voir, commengons par observer d’aprés (15) que le coefficient dominant
de G, est 2~1. Considérons ensuite un polynéme arbitraire de degré k et de
coefficient dominant 2571, i.e.

pr(x) = 2871k 4 884+ ¢,
et supposons que px soit de norme strictement inférieure a 1, i.e.
"pr" Lo (—1,1)) <1 ="Ck" Lo ((=1,1)-

Les k + 1 extrema de G, étant alors de valeur absolue strictement supérieure a
Pr, on en déduirait que

signe (G, (y;) %pi(yi)) = signe (Gy(y;)) = (%1)*+,  i=0,....k
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et il existerait k points en lesquels la différence G, %p; devrait s’annuler. Cette
différence étant un polynome de degré k %1, ceci ne serait possible qu’a condi-
tion qu’il soit nul, et 'on aurait alors " pi" pe((—1,1]) = "Ci" Loc(—1,1)) = 1, d’ot
la contradiction.

On a donc montré le théoréme suivant.

Théoréme 2.2 Sur intervalle [%L, 1], un polynéme p,y1 unitaire (i.e. de co-
efficient dominant égal o 1) de degré (exactement) égal a n + 1 vérifie

"1 oot (277 ="TI5, " e (2 1,1))

ot IS 1 () == [[iy(z %foH’i) = 27"C,41(x) nlest rien d’autre que le poly-
nome de Chebyshev de degré n + 1, ramené a un coefficient dominant égal &
1.

Pour que ce résultat soit applicable en pratique, il ne nous reste plus qu’a
calculer les zéros 2§ de G, 1, ce qui ne pose aucune difficulté particuliére. On a
en effet (en faisant attention a ce les équivalences soient bien des équivalences. . . )

Cop1(x) =0 0- cos ((n+1)arccos(z)) =0

1
0- arccos(x) = m(g +j7r), j$Z
o (25 + )m . (25 + 1)m
0 x_COS<2(n—|—1)>7 i$Z et STl $ [0, 7]

2j+1)m .
0- $${xﬁ+17j:cos<(2(n+i)> : j(),...,n}.

Pour appliquer ces résultats & n’importe quel segment [a, b], on peut finalement

désigner par 25, ; les nceuds de Chebyshev sur intervalle %1, 1], () =
[T (& %28 +1,4) le polynéme correspondant, et utiliser le changement de va-
riable

0,
b ;“(@+1)$ [a,b].

% [%l,1]) z:=a+

En définissant par

b%a (27 4+ ) )
C — —
xn+l7i =a-+ B (COS (2(711) +1 s ] 0,...7’[’L (17)

les noceuds de Chebyshev sur l'intervalle [a, b], on aura ainsi

c : Y b%a\""" . c (s
I (%) = H(x NTy 1) = B) I 1 (), (18)
i=0
y & nur1C n _ b—J n+1 —n 4 N .
d’ou "Iy, 1" poo([a,b]) ( 5 ) 27", et le théoréme 2.2 prend la forme suivante

(a partir de laquelle le théoréme 2.1 se déduit facilement).
Corollaire 2.8 Sip,1 est un polyndme unitaire de degré n+1, alors il vérifie

b%a>"+1

n17C n
=" 1" Lo ((a,0))>

"Pri1” Lo ([ap)) ( 2( 1

ou Hﬁ_,_l, donné par (17)-(18), est le polynome de Chebyshev associé a inter-
valle [a,b], ramené a un coefficient dominant de 1.
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Plus tard, on verra réapparaitre la propriété d’équi-oscillation d’amplitude
maximale lorsqu’on cherchera a caractériser (et a calculer) le polynoéme de
meilleure approximation en distance uniforme. En termes d’approximation po-
lynomiale, il est déja intéressant de remarquer que le théoréme précédent (dans
sa version "segment [a, b]", donnée par le corollaire 2.8) peut se formuler de la
fagon (équivalente) suivante.

Théoréme 2.3 (formulation équivalente du corollaire 2.8) Sila fonction
f = qny1 est un polynéme unitaire de degré (exactement) égal a n + 1, alors
toute approximation polynomiale p, de degré n vérifie

b%a>”“

" Grn1 %0n" Lo ([—ayp)) (2 ( 1

et la meilleure approximation (sur l'intervalle [a,b]) est donnée par
Pn ‘= Qn+1 %Hfﬂrl $ Pn»

ou H,CLH, donné par (17)-(18), est le polynome de Chebyshev associé & linter-
valle [a,b], ramené & un coefficient dominant de 1.

2.6 Interpolation d’Hermite

L’interpolation d’Hermite suit une approche qui généralise & la fois les ap-
proximations de Taylor et de Lagrange. En d’autres termes, on cherche ici a
faire coincider f et p, ainsi que quelques dérivées, en différents points z; de
[a, b]. Sans surprise, on commencera donc par établir le théoréme suivant.

Théoréme 2.4 Etant donnés k + 1 points xg, ...xy de [a,b], et k+ 1 entiers
naturels ag, ..., ag, on pose n := Zf:o(ai +1) %1l =k+>." . Alors pour
toute fonction f définie sur [a,b] et admettant des dérivées jusqu’a lordre o; en
chaque point x;, il existe un unique polynéme p, $ P, interpolant f et ses
dérivées aux points x;, i.e. tel que

Preuve. Réécrit dans une base (quelconque) de P,,, le systéme (19) est liné-
raire, de taille (n + 1) * (n + 1). Il sera donc inversible si 'on montre que
f=0 = p, =0, ce qui est vrai dans la mesure o x; sera alors zéro de p,,
de multiplicité a; + 1, i.e. (x %x;)* 1 est un facteur de p,, pour tout i. On en
déduit que Hi’c:o (r % ;)T est également un diviseur de p,,. Comme c’est un
polynéme de degré n 4 1, on en déduit que p,, est nul. O

En suivant le méme principe que pour la preuve du lemme 2.5, on montre
que le reste de l'interpolation d’Hermite vaut (pour tout x dans [a, b])

T (@) (),

f(z) %p,(x) = m

ot 'on a posé cette fois 1,41 (x) := Hfzo(x %)t $ P, 1, et ot &, appar-
tient au plus petit intervalle ouvert contenant z, xq, ..., Tk.
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Exemple (interpolation de f et f’). On prend ici o; = 1 pour tout i =
0,...,k. Alors il existe un unique polynéme p, de degré inférieur ou égal a
n := 2k + 1 qui interpole f et f’ aux points z;, au sens ou

"2 ${0,.. . kY, palx) = flz) et p(x) = f(x).

De plus, il n’est pas trés difficile de vérifier que p,, s’écrit

k k
pa(x) =Y f@)ai(@) + Y f(@)ri(z), (20)
i=0 i=0
avec (en désignant classiquement par L;(z) := H?:o ——4 les polynomes de
i Tj
Lagrange associés aux points g, ..., Tj)

gi(z) == [1+2L}(2;)(z; Y%z)|LF(z) et ri(z):= (z %)L} ().
On remarquera en effet que les polynoémes ¢; et r; sont les polynémes de P,, qui
vérifient

Qi(xj):(si,j et q;(%):(l |Zv.]${0ak}7 (21)

et
ri(x]—)zo et T;(.’Ej):(siyj, I’L,j${0,k} (22)

(dont Pexistence et I'unicité est donnée par le théoréme 2.4). Enfin, on pourra
remarquer qu’il est équivalent de vérifier (19)-(20) pour toute fonction f (déri-
vable), ou de vérifier (21) - (22).

2.7 Approximation par des polynémes de Bernstein

Jusqu’a présent, les estimations d’erreur qu’on a établies ne permettent de
garantir une précision donnée pour une méthode d’ordre élevé, que si la fonction
cible f posséde elle-méme un nombre élevé de dérivées continues. Concrétement,
cette restriction risque de poser probléme, car les fonctions qu’on rencontre en
pratique ne sont en général pas trés réguliéres, et ’amplitude des dérivées d’ordre
élevées - lorsqu’elles sont bornées - augmente souvent trés vite avec ’ordre (pen-
ser par exemple & un signal trés régulier qui serait perturbé par un "bruit" de
treés faible amplitude mais de trés haute fréquence).

Dans la suite, on verra comment contourner cet obstacle par ’emploi de splines,
ou plus généralement de méthodes polynomiales par morceaux. Mais il est éga-
lement possible de construire des polynémes d’ordres élevés qui convergent en
distance uniforme vers une fonction f pour peu qu’elle soit continue, ce que
dit le théoréme 2.5 (de Weierstrass), trés célébre. Une fagon de réaliser cette
construction est d’utiliser les polynémes de Bernstein associés a f $ C°, qu’on
définit (ici sur le segment [0, 1]) comme

B.f(x) = " CEJ (%)%
k=0

On pourra observer que B, f interpole f aux extrémités du segment, i.e. B,, f(0)
f(0) et B, f(1) = f(1) dés lors que n (1. En revanche, B, f n’interpole en gé-
néral pas f a U'intérieur du segment, pour la simple raison que les polynomes
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2¥(1%2)"~* y sont strictement positifs. En conséquence, on voit que si f est
positive sur [0, 1] et s’il existe un k& $ {0,...,n} pour lequel f (%) > 0, alors
B, f est strictement positive sur tout l'intérieur du segment.

En d’autres termes, on voit que B, n’est pas une projection sur les poly-
noémes P,,, du moins pas lorsque n (2. Une autre fagon de le voir est de
poser p(z,y) = (x +y)" = > p_o CFaFy"~* et d’observer que

Ja)=1 =  Buf(r) = ple1%x) = 1 (23)

d’apres la formule du bindéme de Newton, ce qui signifie que B,, (application
linéaire) préserve les constantes. En dérivant p, on a également

n byt x Op _ T _—
kZZOC ( ) T noz 92" Y) n( (@+y) )’
d’ou op
fx)=z = Buf(zx)= z 2 (x,1%a) =, (24)

ce qui signifie que B,, préserve également les fonctions affines. En revanche B,, ne
préserve plus les polynémes quadratiques : on a en effet, par un calcul semblable

k kﬂ)l) k, n—k 282 _ﬁ 0, n—2
Zo( ey = T ) = L (61 + ) ?)),

d’ou
y 2?(n%1 neg T e
St () et = Tyt S
n n
et finalement
2(n %1
f)=a® = Bufa)="UR) T (25)

Venons-en maintenant au théoréme de Weierstrass.

Théoréme 2.5 (Weierstrass) Toute fonction continue sur un segment [a, b
peut étre approchée uniformément par des polynémes.

Preuve. Par commodité, on se placera sur le segment [0, 1], le cas général s’ob-
tenant par un simple changement de variable. Présentons d’abord 'esprit de la
preuve : I'idée de base consiste a écrire, en utilisant (23),

ZC’“[ %f< )]xk(l%x)”k.

k=0

|f(x) %B.,. f(x

Pour un z fixé, on va ensuite considérer séparément les k& pour lesquels % est
"proche" de z, et les autres. Pour les premiers, la différence f(z) % f (E) sera,
petite car f est (uniformément) continue, et la somme (positive) > ;_, C¥2*(1%
2)"~* se majore simplement par 1. Pour les autres, I’argument est plus subtil,
et utilisera 1’égalité

- ’ *(n%1 1%
Z ( %:1:) CL‘k(l %x)"‘k = M + 2 9422 122 = M (26)
n n n
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obtenue en combinant (24) et (25). Ecrivons donc cette preuve en toute rigueur :
comme f est continue sur [0, 1], elle est uniformément continue. Pour tout € > 0,
il existe donc un § > 0 tel que |[x %z'|! 6 = |f(z)%f(2')]! e. Pour z fixé,
on peut donc poser

Ay =Apcpn = {k : ‘k %zx|!
n

5} et By =DBgen:={0,...,n}\ A,

% (3)

Pour la partie A, on utilise la définition de § et la relation (23) pour écrire

5 i ()

k€A,
Pour la partie B,, on ne peut qu’utiliser le fait que f est bornée sur [0,1], et

de sorte que

|f(x)%Baf(x)| ! > Chlf 2F(1%z)" % "2 $0,1].

k€ Az UB,

¥ (1 %z)" " | EZ Crak(1%z)" % =c.
k=0

majorer
k
S Chlf@) %f ( > PH(1%2)" 0 2" " ooy Y, CRa(1%a)" "
kEB, " kEB,

Ici, il faut alors faire attention lorsqu’on majore la somme de droite. Par exemple
si on rajoute les termes k ,$ B, on obtient 1, ce qui est insuffisant pour prouver
la convergence vers 0. Une fagon d’utiliser la propriété des indices k $ B, est

de majorer 1 par 2 (% %:1:)2, et de compléter ensuite par les indices k ,$ B,.
En utilisant la relation (26), on aura alors

k .k n—k -2 k k n—k _ z(1 %)
> Cha*(1%a) k! ZC (%x) (19%a)" " = ===

keB,

Comme z $ [0,1], on a z(1%zx) ! 1/4 et on en déduit que

5 i ()

keB,
1
|f(‘r) %an(l‘)l ! + 262’[7," f" L~ ([0,1]) 'z $ [05 1]

Comme 9§ ne dépend que de ¢, on aura enfin

k —k
(1 %x)" " | 262 " " e ([0,1])5

d’ou

"fY%BLf" (o)) ! 26 dés que n( 252 "M L ([0,1))5

ce qui prouve la convergence uniforme de B,, f vers f. O

Exercice 2.9 En suivant le méme principe essayez de montrer que les poly-
nomes L, f qui interpolent f auz points £ &y k =0,...,n, convergent vers f
en distance uniforme (ce qui n'est pas vrai). Pour quelle raison la preuve ne
fonctionne plus ?
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Exercice 2.10 On se propose ici d’estimer l'ordre de convergence des approzi-
mations de Bernstein, i.e. on cherche un a > 0 pour lesquel on a

"f%BLf" Loy ! C(f)nTY,  Tn( 1, (27)

avec une "constante" C(f) qui ne dépend que de f. Montrer que si f est lip-
schitzienne, de constante de Lipschitz" f™ oo (j0.1)) = L(f), alors on peut choisir
0 =0(g) = ¢/L(f) dans la prewve du théoréeme de Weierstrass. En déduire que
les polynomes B,, f vérifient alors (27) avec a = 1/3.

3 Approximation polynomiale par morceaux

Jusqu’ici, on a présenté diverses techniques pour approcher notre fonction f
par un polynoéme p,, de P,,, et on a donné des estimations d’erreur. Revenons sur
ces estimations : (9), (11) ou (14), par exemple, exploitent une "régularité arbi-
traire" de la fonction f : si toutes les dérivées de f sont bornées par une méme
constante, alors on peut dire que les approximations polynomiales d’ordre n
convergent vers f lorsque n tend vers 'infini. En revanche, si f n’a que quelques
dérivées bornées comme c’est en général le cas en pratique, que peut-on dire?
A partir des estimations (9), (11) ou (14), pas grand chose. Si f est continue,
on a bien vu que la suite des polynomes de Bernstein convergait vers f, mais a
une vitesse relativement faible : on peut en effet montrer que cette vitesse est
de 1/3 pour une fonction lipschitzienne (voir I'exercice (2.10)), alors qu’elle sera
de 1 par une méthode polynoémiale par morceaux.

Dans son cours Introduction au Calcul et a I’Analyse Numérique, André Ca-
sadevall est plus précis :

« Les méthodes de construction de courbes fondées sur la recherche du polynéme
d’interpolation, bien que simples, possédent plusieurs désavantages :

— Tout d’abord, le degré du polynéme d’interpolation est lié de fagon trés
étroite au nombre de points de base (c’est ce nombre moins un). On est
donc conduit & ne considérer qu’un nombre limité de points de base (n !
15) pour éviter les problémes liés au calcul des puissances.

— La deuxiéme difficulté est d’ordre analytique. On pourrait penser que pour
approcher le graphe d’une fonction connue, il suffit de choisir un nombre
convenable de points sur ce graphe, déterminer le polynéme d’interpola-
tion et construire son graphe. L’approximation est généralement médiocre.
Pire encore, lorsqu’on augmente le nombre de points, le graphe du poly-
néme d’interpolation présente de grandes oscillations aux extrémités de
I'intervalle de définition (phénomene de Runge, voir figure ci-dessous).

— Enfin, pour les applications en relation avec la C.A.O. (conception assistée
par ordinateur), le manque d’interactivité liée au fait qu’il est nécessaire
de redéfinir complétement le polynéme d’interpolation dés que la position
d’un seul des points de base est modifiée. »

3.1 Interpolation discontinue

On va maintenant voir que I’approximation polynomiale par morceaux per-
met de tirer parti de la régularité de f, méme lorsque celle-ci est limitée.
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—2.0

—15

FIG. 3 — phénoméne de Runge : en traits pleins, la fonction f(x) = 1/(1+ 2?);
en pointillés, son interpolation aux points entiers.

Supposons donc que f est de classe C* sur I'intervalle [a,b] (en fait, il suffira ici
que la k-éme dérivée soit bornée sur Uintervalle [a, b]) avec k fixé. Instruit par les
estimations d’erreurs établies jusqu’ici, on sera naturellement tenté de découper
I'intervalle [a,b] en N subdivisions de taille égale

N
[a,b] = U[ai_l,ai], a;:=a+i(b%a)N!,

=1

et d’approcher f sur chaque sous-intervalle par un polynéme de degré k£ %1
qu’on notera pi_1 ;. Sur [a;—1,a;], on peut par exemple choisir d’interpoler f
aux k noeuds de Chebyshev donnés par (17), i.e.

b%a 2]+ 1) )
Tij = Qj—1 + W <COS <(2{n+1))) +1) $ ]ai,l,ai[, 7 :07...,]€.

D’aprés (14), Perreur d’approximation réalisée par
N
Pk—1 = Zpk—l,i! lai—1,ai]
i=1

sera alors majorée par

"f%pr—1" Lo (ap) = 12-22}5\1'7%17’“’1" Lo (Jas_1,ai])

2 (b%a\". . 2 (b%a\",
@ ( AN ) f( ) Lo (fai-v,ai]) = 7y < AN ) f( ) Lo ([a,b])-

On obtient de cette facon une méthode d’ordre k, au sens ou il existe une
"constante" C(f) - qui dépend de la fonction f, mais pas de l'entier N - pour
laquelle la suite formée par les erreurs d’approximations tend vers 0 suivant

" f Yopr—1"reo(apy ! CHNTF
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3.2 Approximation par des splines

Bien que trés simples, les polyndmes par morceaux décrits ci-dessus ont
I'inconvénient d’étre discontinus. Cela n’empéche pas 'erreur d’approximation
d’étre petite, mais on peut vouloir que 'approximation de f soit non seulement
précise, mais aussi réguliére (on peut également vouloir approcher f dans une
norme plus forte, voir la remarque 3.1). Dans ce cas, emploi de splines, c’est-
a-dire de polynomes par morceaux dont la régularité globale est "maximale",
sera plus approprié.

Remarque 3.1 On peut aussi vouloir que [’approximation soit précise dans
une norme plus forte, telle que " f"y1.00(ap)) = "f"Loo(tap)) + " f" Lo (at)) -
(La notation W1>°, qui désigne l’espace des fonctions bornées de dérivée bornée
(autrement dit, les fonctions lipschitziennes), correspond & la terminologie de
Sobolev). Si f est lipschitzienne, cela implique que les approximations seront
aussi lipschitziennes, et en particulier continues.

Le cours d’André Casadevall détaille ’emploi de splines cubiques : soient N un
entier strictement positif et a = 9 < 1 < 84< xxny = b une subdivision de
lintervalle [a, b]. On appelle spline cubique définie sur la subdivision a = zg <
x1 < 884< x,, = b une application S de [a,b] dans R telle que :
— S est de classe C* sur l'intervalle [a, ] ;
— la restriction de S a chaque intervalle [z;, z;11[ est un polynome de degré
trois;
— les dérivées premiéres et secondes & gauche et les dérivées premiéres et
secondes & droite en chaque point de raccordement sont égales.

Remarque 3.2 Pourquoi le premier point implique-t-il le troisiéme ¢ Pourquoi
ne demande-t-on pas & S d’étre de classe C3 ¢

La restriction de la fonction spline cubique S & chaque intervalle [z;, x;11]
est définie par la relation :

Si(2) = i + Bi(z % ;) + vi(x Yox;)* + ni(x Yoxi)®.

Supposons la courbe construite sur 'intervalle précédent [z;_1,2;] : on connait
donc les valeurs de la dérivée premiére a gauche y; et de la dérivée seconde a
gauche y en x; :

yi=Si_1(x;7) ety =S5 (x7).

Les conditions de collocation et de raccordement conduisent alors au systéme
suivant, ou h; ;= x; Yox;_1 :

Q; = Yi
Bi = v
S,
) 2v=y

i + Bihi + yihi +mihi = yin

dont le déterminant 2h§’ est différent de zéro. Pour tout i = 1,2,8848, N %1, le
systéme S; admet donc une solution unique. La construction du premier arc sur
l'intervalle [z, 1] pose un probléme puisque y(, et gy ne sont pas définis. On
peut alors introduire leurs valeurs comme deux paramétres supplémentaires, et
I’on obtient le théoréme suivant.
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Théoréme 3.1 Soit N un entier strictement positif quelconque et (xo,yo), 888,
(zn,yn) une famille de N 4+ 1 points du plan tels que zop < 888 < xn. On
suppose donnés deux réels yl ety (conditions "au bord"). Alors il existe une
unique spline cubique S vérifiant

S(z;)=vy; pour i=0,1,884,N et S'(z0)=1yp S"(x0)=1]-

4 Calcul des meilleures approximations

4.1 Caractérisation de la meilleure approximation en dis-
tance uniforme

Dans la section 2.5 (voir en particulier le théoréme 2.3, réécrit ici dans le cas
ol gy, + 1 est non unitaire), nous avons prouvé que lorsque f était un polynéme
de degré n + 1, i.e. f(x) = c,p12™t + &4+ ¢y avec ¢, 41 = 0, Papproximation
par un polynéme de degré n vérifiait nécessairement

b%a)"+1

"f%pn"Loo([avbD ( 2ena < 4

et que la meilleure approximation - au sens de la distance L>°([a,b]) - était
donnée par le polynome

DPn = f%cn+1H7CL+1 $ Pna

¢ 41 étant le polynome de Chebyshev associé a I'intervalle [a,b], donné par
(17)-(18). En particulier, on a vu que la différence entre f et sa meilleure ap-
proximation equi-oscillait autour de 0 avec une amplitude maximale, au sens ol
il existait n 4+ 2 points yo, ..., yn+1 $ [a,b], tels que

" " (28)
et |(f %pn)(yo)|l =" f %pu" Lo ((ab))

et que cette propriété était essentielle pour prouver que p, était la meilleure
approximation. Si 'on essaye de tracer la droite de meilleure approximation
d’une fonction quelconque f, on s’apercevra d’ailleurs que 1’équi-oscillation est
une propriété naturelle, que f soit ou non un polynéme. Le théoréme suivant,
qu’on ne démontrera pas, affirme que c’est bien le cas, i.e. que (28) caractérise
toujours la meilleure approximation, et pas seulement lorsque f est un polyndéme
de degré n + 1.

Théoréme 4.1 Si f est continue sur [a,b], p, $ Py, est meilleure approzimation
polynomiale si et seulement si la propriété (28) est vérifiée pour une ensemble
de points yo, . .. Yntr1 dONNES.

Pour une preuve compléte, on se reportera au livre Introduction do approxi-
mation theory de Cheney. Voici cependant une indication. On commence par
définir une suite de points z; de la fagon suivante : zy est le premier point
de [a,b] tel que |(f %pn)(wo)l =" f % pn" Lo ((a,p)), T1 est le premier point de
[0, b] tel que (f Y%p,)(x1) = %(f Y%op,)(z1), etc. On définit ainsi g, ..., xg. Si
k ( m+1, c’est terminé. Sinon, on définit 21, ..., 2z comme les zéros de f %p,,
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sur [zo, zk) et q(z) := [, <, <, (x %2). Et on peut trouver un "ambda = tel que
Pr, Y0 A\q est une meilleure approximation que p,,.

Muni de cette caractérisation, on peut montrer que la meilleure approximation
en distance uniforme est unique.

Théoréme 4.2 Il existe un et un seul polynéme p, $ P, de meilleure approxi-
mation de f en distance uniforme, caractérisé par la propriété d’équi-oscillation
d’amplitude mazimale (28).

Preuve. D’aprés le théoréme 1.1, on sait qu’il existe une meilleure approximation.
Comme on sait maintenant que la (ou les) meilleure(s) approximation(s) est
(sont) caractérisée(s) par la propriété (28), il suffit de montrer que si p, et g,
sont deux polynomes de P, vérifiant (28), alors ils sont égaux. Dans ce cas, on
aura en effet que p, + ¢, est encore une meilleure approximation : il existera
donc n + 2 points zg, ... z,4+1 tels que

1 ; e "
(f %5 (pn + Qn)) (2:) = (%)%, avec e[ = Inf " f%p" L (ap)-
Par inégalité triangulaire, on a alors

el 317 %pa) ol + 51(F %an) (o)l el + el

ce qui implique que chaque inégalité de la ligne précédente est en fait une égalité.
On en déduit ainsi que (f %p,)(z;) et (f %q,)(2;) sont de méme signe, et que

I(f %pn) ()| = I(f %qn)(zi)] = |-

Par conséquent, on a

(f Y%opn)(zi) = (f %aqn)(z:), i=0,....,n+1,

d’ot : p,, et gp, coincident en n+2 points et donc ils sont égaux. (On peut remar-
quer que n + 1 points auraient suffi pour prouver I'unicité, mais il se trouve que
la meilleure approximation de degré n est caractérisée par une équi-oscillation
sur n + 2 points!) O

4.2 Calcul de la meilleure approximation en distance uni-
forme

Commengons par un résultat pratique.

Proposition 4.1 Pour n + 2 points donnés xg, ..., Tn41, i existe un unique
polynome p, $ P, qui vérifie
(f %pn) () = (%1)"(f Yp,)(zo), t=1,...,n+1. (29)

De plus, ce polynéme minimise (strictement) les erreurs d’approzimations auzx
points g, ..., Tpt1, au Sens ot l'on a

P — % , % .
an $ P\ {pn} Ogr@ﬁll(f 0pn) ()] < Ogrglgagﬂl(f 0qn) ()|
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Remarque 4.2 Dans le théoréme 4.2, on a vu qu’il existait un seul polynome
de P, équi-oscillant autour de f au sens de (28), et donc, a fortiori, un seul
ensemble de n+ 2 points sur lesquels ces oscillations ont lieu. Or ici, les points
xQ,...,Tnpt1 peuvent étre choisis arbitrairement : pourquoi n’est-ce pas contra-
dictoire 2 Outre le fait qu’ici, les valeurs |(f Yop,)(x;)| sont a priori strictement
inférieures a " f Yop," Lo, on sera attentif au fait que la propriété (29), si elle
décrit bien une oscillation, ne correspond pas forcément & une équi-oscillation
au sens ot les points x; ne sont pas, a priori, des extrema de la différence f%p,, .
En d’autres termes, il se peut trés bien (et ce sera le cas, sauf & avoir beaucoup
de chance) que les oscillations de f Y%p, aient des amplitudes totalement diffé-
rentes les unes des autres! On n’est donc pas du tout dans la situation décrite
par le théoréme 4.2.

Preyve. Si I’on écrit les n + 1 équations de (29) dans une base (quelconque) de
P,,, on obtient un systéme linéaire carré. Si p, et ¢, sont solutions, on a

(gn Yopp)(z;) = (%1)i(qn % pn)(zo), i=1,...,n+1.

Si p,, et g, coincident en x(, alors ils coincident en n + 2 points et sont égaux,
sinon leur différence change de signe en n + 2 points, donc s’annule en n + 1
points et la conclusion est la méme. D’ot 'unicité des solutions, et leur existence,
le systéme étant carré. La propriété de minimisation se prouve alors de fagon
semblable & ce qu’on a fait pour le théoréme 2.2, mais en plus fin, car on veut
une propriété de minimisation stricte. On observera donc que si

s 17 %an) @)l 1 %pa)(wo)l = = I(f %pn) (@)l

alors clairement la différence d,, := p,, % ¢, change de signe - au sens large -
en chaque point x;, i.e. : si d,(x9) ( 0, alors (%l)?signe(d, (z;)) ( 0, et si-
non (%)t signe(d,,(z;)) ( 0, d’oit Pon déduit que d), s’annule dans chaque
intervalle ouvert |z;_1,x;y1[, pour i = 1,...n. On trouve donc n zéros pour un
polynome de degré n %1 : autrement dit d], est nul, donc d,, est constant, et

comme il change de signe, il est nul (d’ou p,, = ¢y). O

L’algorithme de Remez (parfois écrit "Rémeés"), dont un cycle est décrit ci-
dessous, exploite ce résultat.

- Pour zg, ...2p41 donnés, et leur associe (en inversant le systéme issu de
(29)) pn $ P, tel que le reste r(z) := (f %p,)(z) vérifie

max |r(x;)] = inf ma % ;)|

ogigrﬁll (o)l 02 €P, OSiﬁvﬁ-ll(f 04n) (@)l

- Si """ peo(lap)) = |7(wi)], alors c’est terminé : p,, est le polynome de meilleure
approximation de f dans P,,.

- Sinon, on "améliore" les points xg, ...x,41 de la facon suivante : r posséde
une racine dans chaque intervalle (z;_1,;), qu’on note z1, ..., z,41. On ajoute
20 := a et z,4o := b. Soit o; = signer(z;) = (%l)cy. Pour i = 0,...n + 1,
on choisit alors un nouveau point y; $ [z, zi+1] tel que o;(y) est maximum. Si
" Lo ([ap)) > max;|r(y;)l, il faut modifier la définition de {yo,...,yns1} : pour
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y tel que [r(y)| ="7" Loo((a,p)), ON échange y avec un des y; de fagon & ce que les
signes alternent encore.

- On reprend alors le cycle avec {yo, ..., yn+1} & la place de {zg, ..., Tnt1}-

4.3 Calcul de la meilleure approximation en moyenne qua-
dratique

Dans la section 1.4, on a vu que le polynéme p, $ P,, de meilleure ap-
proximation au sens de la norme L? était donnée par la projection orthogonale
(6). En pratique, cela signifiait que dans une base G, ={go,-..,gn} de P, (on
adapte ici les notations au contexte), p, = Z?:o c;g; pouvait se calculer en
inversant la matrice

A= (9,951 12) g<i <o

les relations .p, % f,q./12 =0, "' g, $ P, étant en effet équivalentes a
C = A;lf avec f:= ( f, gi/LE)OSiS'ﬂ-

On avait enfin remarqué que la matrice A,, était diagonale lorsque la base G,
était orthogonale, i.e. lorsque

9isgjl 2 = 0i " 9" T2, 0L 4G .

2:0! il n),

2
w

Dans ce cas, les calculs sont immédiats : on a A, ! = diag(" 9" L

d’ou finalement .

. fa gi/L2
Pn = Z TTR) = G-
im0 Ji Iz
Il ne nous reste donc plus qu’a étudier (et construire) de telles bases de poly-
noémes orthogonaux.

4.4 Suites de polyndmes orthogonaux

Pour construire des suites de polyndémes orthogonaux, on utilisera la pro-
position suivante (simple application du procédé d’orthogonalisation de Gram-
Schmidt)

Proposition 4.3 (Polynémes orthogonaux) Pour tout poids w intégrable,
il existe une suite (gn)n de polynomes vérifiant

- deg gn =T

— pour tout couple d’entiers distincts (i, j), on a .gi, g/ L2om((ab)) = 0-
On dit alors que les (gn)nen forment une suite de polynomes orthogonaux sur
[a,b] pour le produit scalaire de L2 (ou pour un poids w).

Remarquons qu’a proprement parler, la premiére condition (deg(g,) = n) n’a
pas grand chose & voir avec 'orthogonalité des polynomes. Simplement, elle per-
met de construire des bases orthogonales de fagon récursive, la base de P,, étant
alors formée par les n + 1 premiers polynémes de la suite.

En particulier, on notera que si (g, ), est une suite de polynémes orthogonaux
pour w, alors
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- 90,91, - - -, gn forment une base de P,
- (giagj)Lf) = 572,]'"91'"%3),

— g, est orthogonal a P,,_1, pour le produit scalaire de L2 :
'q$Pn717 'gn7q/Li:O7

— la suite (A, gn)n, pour tous réels A, non nuls, est aussi orthogonale, et une
fois ces coeflicients fixés, la suite est unique. Dans la suite, on conviendra
donc d’une normalisation pour fixer les réels \,. Par exemple, on pourra
choisir

g g = 1 (30)

ou
le coefficient de plus haut degré de g,, est égal a 1. (31)

Toute famille de polynémes orthogonaux vérifie une relation de récurrence
& trois termes.

Proposition 4.4 Les polynémes orthogonauz g,, normalisés par la condition
(31), vérifient go(z) = 1, g1(w) = 2%. 2,1/ 2 /. 1,1/ 2, et pourn (1, la relation
de récurrence

In+1(z) = (%) gn(x) % Brgn—1(x),

. _ W _w w2 gm "o
ou & = -xgnagn/Li/ 9n T2 et Bn ="gn 12/ 9n—1 T2~

Corollaire 4.5 Si lintervalle [a,b] est symétrique et le poids w pair, alors les
polynomes orthogonauz p,, ont la parité de leur degré : i.e. sin est pair (resp.
impair) py, est pair (resp. impair).

Donnons quelques suites de polynomes orthogonaux (pour différents w).

1. PoJynomes de Chebyshev (dits de premiére espéce). Pour le poids w(z) =

1/ - 1%az2, on va montrer que les polynomes de Chebyshev GC,(z) =
cos(narccos(z)) introduits plus haut forment une suite orthogonale sur
le segment [%1, 1]. Pour n et m deux entiers distincts, on a en effet

Cos Gl ,

1 %22

= 5/ cos[(n + m)@] + cos[(n %m)6]dé
1

/_1 Q(w)%(m)ﬂ%dm = /07T cos(nf) cos(md)df
1 s

0 ™
|:sm[(n+m)9] + 51n[(n7m)6]:| —0.

n+m n—m 0

Comme G = 1 et G, = 2"~ 'a" +&a pour n ( 1, la relation de récurrence
(déja établie dans la section 2.5) est

Guri(2) = 22G, (1) %Goa (@) (n( 1) (32)

avec G(z) =1 et G (x) = x. Noter que G,(x 1) = (£ 1)" et que la norme
de G, est donnée par "Cy" 2, (1)) = T et "C," 7. (1) = m/2pourn (1.
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2. Polynomes de Chebyshev de deuxiéme espéce. Pour w(z) = 1 %22, mon-
trer que les polynémes définis sur [%1, 1] par

Cp(x) = sin[(n + 1) arccos(x)]/ sin(arccos(z))
vérifient Cy(x) = 1, C1(z) = 2z et la relation de récurrence
Chny1(z) = 22Cph(x) % Cpr_1(x), n( 1.
Montrer qu’ils sont orthogonaux (sur [%1,1]), que Cp(£1) = 2(x1)" et

enfin que " C"HQLi([—l,l]) =7/2.

3. Polynomes de Legendre. On note ici (g, )» les polynémes orthogonaux sur
[%1, 1] pour le poids w(z) = 1. Nous allons montrer que les polynomes de
Legendre définis par

(%1)"
2

(n)
Ly(z) =cp {(1 %a:Q)"} , avec ¢, =

sont aussi orthogonaux sur [%l,1] pour le méme poids, et donc qu’il
sont proportionnels aux g,. Pour n et m deux entiers distincts (n >
m), on a, en intégrant par parties et notant que le "terme de bord"

[(1927)"] .

Ly () est nul en £ 1 pour tout k tel que 1! k! n,

1 (n)
Ly Ll 2 = cn/ [(l%xQ)”} L, (z)dx

—1

,m)

= .(‘;Aﬂ)mcn /11 {(1 %xQ)"] o L™ () de.

Soit, puisque Lgnm)(x) = (%1)’”—(2;7!)!0m est constant,

2m)! ( 1) !
Ly Linl 12 = Cncm( W?' “(1 %3:2)”} ] =0.
‘” m!

-1

On en déduit Porthogonalité des polynomes de Legendre. En comparant
les coefficients de plus haut degré de g, et L,, on obtient Ly = gg et
(2n)!
nl
polynomes L,, est donc

L, = c, gn pour n (1. La relation de récurrence vérifiée par les

(n+1)Lyt1(x) = 2n+ 1)aL,(z) %nL,—1(x) (n( 1)

avec Lo(z) =1 et Ly(z) = z. Noter que L, (1) = (£1)" et que la norme
de L, est égale &

1 1
"Ln"%a (1) = / |Ln(x)|2do::(%1)”cn/ (1%a2*)" LM (z)dx
¢ ’ -1 -1
(2n)! /1 )
= 1%22)"dz = .
(g | F %) de =50
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4. Polynémes de Laguerre. Avec U'intervalle [0, +# [ et le poids w(x) = e™%,
on trouve les polynomes de Laguerre L,. Normalisés par la condition
nl(%1)"L,, = 2" + &4, ces polynomes vérifient la relation de récurrence

(n+ DLyt1(z) = 2n+ 1%2x)L,(z) YonL,_1(z) (n( 1)
avec Lo(x) = et Ly(z) =1 %z.

5. Polyndomes d’Hermite. Sur 'intervalle R et le poids w(z) = e~ on trouve

les polynomes d’Hermite. Normalisés par la condition H,, = 2"x" + ...,
ces polynomes vérifient la relation de récurrence

Hy1(z) = 2¢H,(z) %2nH, 1 (x) (n( 1)
avec Ho(z) =1 et Hy(x) = x.

Les polynomes orthogonaux ont la propriété remarquable suivante.

Proposition 4.6 (Zéros de polynémes orthogonaux) Soit (¢,,)n>0 une suite
de polynomes orthogonaux sur un intervalle [a,b]. Pour tout n (1, le polynome
gn a n racines réelles, distinctes (donc simples) et incluses dans |a, b|.

Remarque 4.7 Comme tous les zéros de g, sont inclus dans l’intervalle ouvert
la,b[, gn(a) et gn(b) ne sont pas nuls et on peut donc définir un troisiéme type de
normalisation en imposant la valeur de g, en a ou en b, par exemple en posant

gn(a) = 1. (33)

Par exemple, les polynomes de Legendre sont normalisés par la condition L,,(1) =
1.

5 Intégration numérique

Il s’agit & présent de calculer de facon approchée l'intégrale f;w(x) flz)dx
(si elle existe), ou la fonction poids w(x) est supposée positive et intégrable
(on rappelle que a et b sont ici des réels). Tout le monde connait la formule
des trapézes : on découpe [a,b] en N petits intervalles [a;—1,a;] de longueur
constante h = (b%a)/N, et I'on approche l'intégrale (avec w(x) = 1) par

b 1 1
[ H@)do2 W[5 5(@) + far) + bt flan-1) + 5 0)

2 5[0 + Flan)) + &+ 5 [fan-) + FO)]].

chaque surface élémentaire étant approchée par la surface du parallélogramme
faa:“pi(x) dz = 2(f(a;) + f(ai+1)), p; étant le polynome affine interpolant f
en a; et a;41.

Cette fagon de voir les choses est celle que nous allons généraliser :
— décomposer l'intervalle en intervalles élémentaires
— établir des "formules de quadrature élémentaires" par interpolation
— en déduire des "formules composées".

Remarque 5.1 Le symbole "2 " n’a pas ici d’autre signification que "est proche
de". En particulier, il n’exprime aucune propriété particuliére de l’approrima-
tion !
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a ar b

F1G. 4 — intégration numérique par la méthode des trapézes.

5.1 Formules de quadrature élémentaires. Généralités.

Nous nous plagons sur 'intervalle [a,b] avec w 3 1, et nous allons retrouver
les formules connues.
— degré 0 : pg interpole f en 9 $ [a, b], et

b b
[ @2 [ ) de= ©%a)f(a0)

4 si xg = a, c’est la formule des rectangles a gauche,
4 si xg = b, c’est la formule des rectangles a droite,
4 sixg = (a+b)/2, c’est la formule du point milieu.

Si f$ Py, il est clair que la formule est exacte, et ceci quel que soit xg.
Mais si on choisit g = (a+b)/2 la formule (dite "du point milieu") est en
fait exacte pour f affine, i.e. pour tous les polynémes de degré inférieur

ou égal a 1. En effet, si f(z) =« [33% (QTH))} + 3, on a

/abf(z)dz/abﬁdx (b%a)s3 = (b%a)f<a+b).

— degré 1 : p; interpole f en a et en b, et on obtient la formule des trapézes

b b
b%a
[ t@dr2 [ p@ds = T 5@ + £0)
qui est (clairement) exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal
al.
— degré 2 : py interpole f aux points a, (a+b)/2 et b, et on obtient la formule
de Simpson

b b %a a
/f(x)dzZ/pg(x)dx:bg [f(a) +4f( ;rb

)+ fb)]

qui est (clairement) exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal
a 2. En fait, elle est méme exacte dans P3. C’est un cas particulier d’une
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classe générale de formules de quadratures obtenues par interpolation : les
formules de Newton-Cotes. Nous y reviendront dans la suite.

Plus généralement, on écrira une formule de quadrature élémentaire (avec une
pondération w arbitraire) sous la forme

b n
/ w(@)f(z)de2 > N fla;), (34)

Jj=0

ou les x; sont les points (ou les nceuds) de quadrature, et les A; sont les poids.
L’erreur de quadrature est alors définie, pour une fonction f, par

b n
E(f) := / w(@)f(x)dz %Y A f(a;). (35)

=0

On observera que E est une forme linéaire continue sur C([a,b]) muni de la
norme L°°.

Ordre de la méthode : la formule de quadrature (34) est d’ordre n si n
est le plus grand entier tel que F s’annule sur P,, i.e. £ 3 0 sur P, mais pas
sur P,,1. Cette définition sera justifiée par l'estimation d’erreur qu’on établit
plus bas.

On doit donc ajuster les paramétres de fagon a avoir 'ordre le plus élevé possible.
Deux types de méthodes sont envisageables :

1. on se fixe les points x; et cherche les poids A; correspondants,
2. on cherche les points x; et les poids A; : c’est la situation dans laquelle on
se placera pour étudier les formules de Gauss.
Dans le premier cas (ot les z; sont fixés), il est naturel de vouloir que la formule

soit exacte pour les polynomes de degré n (puisque l'interpolation simple peut
létre). On écrira donc, pour k =0,1,...,n,

n b
Z /\j:c? = / w(z)zk dz. (36)
3=0 @

Le déterminant de ce systéme est un déterminant de Van der Monde, il existe
donc une solution unique. On peut d’ailleurs observer que les A; qu’on obtient
de cette fagon correspondent aux intégrales des polynomes de Lagrange L, ; =

fL’*CL‘J ., 7 Lz .
[Tiz; 7=, Associés aux noeuds xg, 884, T, i.c.

Aj = /abw(x)LnJ-(x) dz.

Remarque 5.2 il existe donc toujours une formule d’ordre n (il suffit d’utiliser
n + 1 points), obtenue en calculant les poids \; comme décrit ci-dessus.

Lorsque w 3 1, ce calcul entraine

n b
Ajf(zj) = n(2) dz,



5 INTEGRATION NUMERIQUE 33

ol p, est le polynome (unique) de degré inférieur ou égal & n qui interpole f
aux points g, 84, x,,. On déduit alors facilement de (13) l'estimation suivante,
valable pour w 3 1 et relativement grossiére - en particulier, elle ne dépend pas
de la position des nceuds x; dan [a,b]! - pour Perreur (35) :

(b% )2,
(n+1)!

Remarque 5.3 ['estimation (37) n’est certes pas trés fine, mais elle peut étre
suffisante en premiére analyse, surtout si le nombre de points n+ 1 est faible et
que la largeur de ’intervalle d’intégration est petite, comme c’est le cas dans les
formules composées ot l’on découpe l'intervalle initial en N petits intervalles,
avec N grand.

[E()IY (b%a)" f%pn" Loo(ab) ! SO L o) (37)

Donnons maintenant une formule plus fine, valable pour une pondération w
générale (mais qui ne nous donnera pas d’estimation immédiate de l'erreur).
Elle repose sur le noyau de Peano. Pour toute fonction g, on définit sa partie
positive par g4 : ) max(g(x),0). Le "noyau de Peano" R,, est alors défini par

R,t):t$R) E(z) ((z%t):)")$R

avec, par convention, ((z %t)+)0 =1lsiz( tetOsiz <t

Théoréme 5.1 (Peano) On suppose que la méthode d’intégration numérique
(34) est d’ordre n (0, et que f $ C([a,b]). Alors lerreur correspondante
vérifie
1 b
B(f) = [ Ra0f " ar

!

Preuve. Utilisons la formule de Taylor avec reste intégral au point a : on trouve

f(z) = f(a) + (x %a)f'(a) + &6A+ (b%a)" + % /x(x %¢t)" f () dt

n!
1 b
= pu(x) + a/ ((x%t)4)" f (1) dt  avec p, $ P,

d’ott (en utilisant -deux fois- la linéarité de F et le fait que la méthode est
d’ordre n)

b
B = Boa) + 5B () [ (@90):)" £ 1) )

—;l/bE((x) (x%t)+)n)f(n+1)(t)dt

a

1 b

] / Ry (1) £ (t) dt

n! J,

ce qui conclut la preuve. 0

On va maintenant étudier la situation ou la position des points xg, 84, x,, n’est
pas fixée a l'avance, et ou on peut donc essayer de les placer de fagon a ce
que lordre de la méthode soit strictement supérieur a n, comme c’est le cas
dans la formule du point milieu ou dans la formule de Simpson. On va d’abord
étudier les formules de Gauss, puis on présentera les formules (plus simples) de
Newton-Cotes.
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5.2 Formules de Gauss

Travaillons de fagon heuristique. Soit p $ P2,11 le polyndéme qui interpole
f et f' aux points g, 884, x,, (interpolation de Hermite, voir la section 2.6). 11
s’écrit

§ f xj QJ E f,($j)rj($),
Jj=0 Jj=0
avec

gj(w) = [1+2L7, ;(2;)(z; %)]L ;(2) et rj(x) = (v %x;)L7 ;(2),

ou l'on rappelle que L, ;(z) := H#j ;J__Q;Z On a donc (toujours d’aprés les

résultats de la section 2.6)

Y S £ D) [,
@j;ﬂmww+2me@w(%+%wE@Amﬂ

avec &, $ |a,b] , et donc
b n n
[ @ f@de =30t @) + 3° Baf (@) + E(),
a 3=0 3=0
les "poids" Q; et R; étant définis par

@:Lzmmww ct &:Lﬁwmww

et "Perreur" E(f) par

f(2n+2 n
/ oy 2 (x) H(x %x;)?| dz
=0
(le tilde venant du fait que cette erreur n’est pas définie de la méme fagon
que lerreur (35)). Si 'on peut choisir les x; de fagon a ce que R; = 0 pour
j=0,...,n, on voit qu’on aura une formule (34) d’ordre 2n + 1, les \; étant
alors donnés par les @); correspondants. L'erreur E(f) - définie cette fois comme
n (35) - vérifiera alors

) wop2nt2)n b n
IE(H)| = |E(f)] ! ! (2n+L2>§[“”’”/a w(z) [H(m%xi)zl da.

=0

Comment peut-on assurer R; = 0 pour tout j 7 Observons :
b
Rj =00- / w(a:)(a: %xj)Lfm(x)dx:O 0- H(n+1 ,J/L2 ([a,b]) —0

avec M,y 1y (x) = [[7_q(z %x;) $ Ppy1. En particulier, on voit que
RjZO, 0! j! n 0- H(n+1 ,j/L2(ab)_0 0! j! n
0- gty 522 (o)) Prs

ce qui revient & dire que I(,41) est égal (& une constante prés) au n + léme
polynéme de la base orthogonale associée a la pondération w, sur l'intervalle
[a,b]. On a donc le résultat suivant.
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Théoréme 5.2 (formule de Gauss) Il existe un et un seul choix des points
xo, 884, x, pour lequel la formule de quadrature (34) est d’ordre 2n + 1. Ce
choiz correspond a la situation ot les x; sont les zéros du n + 1éme polynome
orthogonal de Uespace L2 ([a,b]). Les poids \; sont alors donnés par

Aj = /abw(x)L%_j(x) dz = /:w(x)Ln_j(x) dz.

On pourra remarquer que les poids A; sont positifs. Dans le cas ot w 3 1,
les polynomes orthogonaux sont (& un changement de variable affine prés) les
polynomes de Legendre (voir la section 4.4),qet il faut écrire un programme de
calcul des z;. Par contre lorsque w(xz) = 1/ 1%u2?, on connait explicitement
les z; : ce sont les zéros des polynomes de Chebyshev, donnés en (17).

Remarque 5.4 attention a ne pas confondre l'entier n et le nombre de points
utilisés dans la formule de Gauss (qui est n+ 1). Il pourra donc étre judicieuz
de se souvenir du théoréme ci-dessus sous la forme "la formule de Gauss a k
points est d’ordre 2k % 1", et en cas d’hésitation entre 2n %1 et 2n + 1, penser
a la formule du point milieu !

5.3 Formules de Newton-Cotes

Les formules de Gauss définies ci-dessus sont optimales, mais nécessitent de
calculer les zéros des polyndmes orthogonaux. En pratique, il est plus simple
d’avoir des formules de quadrature dont les noeuds sont définis & ’avance. Les
formules de Newton-Cotes correspondent au cas ot les nceuds sont équirépartis,
i.€.
~_ b%a
on

zj=a+jh, h:

(ce qui définit la formule de quadrature de fagon unique, si 'on suit le raison-
nement correspondant au systéme (36)). Lorsque a et b font partie des noeuds
(i.e. lorsque j $ {0, ...,n}), on dit que les formules sont fermées. Sinon (lorsque
7% {1,...,n%1}), on dit qu’elles sont ouvertes. Les formules de Newton-Cotes
fermées s’écrivent donc

b n
/ f@)o(@)dz = S"ANC fla+ jh) + BNC(f). (38)

Jj=0

On a n + 1 poids, d’aprés la remarque 5.2 on peut donc s’attendre a obtenir
une formule exacte pour les polynémes de degré inféreur ou égal & n. En fait,
si la fonction w est paire sur Uintervalle [a, ] (i.e. si l'on a w(a + ) = w(b%x)
pour tout x $ [0,b%al), et si lentier n est pair, (donc si le nombre de points
est impair, donc si (a4 b)/2 est un nceud), la formule sera exacte pour les poly-
nomes de degré n + 1. On avait déja remarqué ce phénomeéne pour la formules
de Simpson, avec n =2 et w 3 1.

Pour écrire la formule de quadrature, nous écrivons la formule d’interpolation
de Lagrange pour les points g, ..., T, :

n

f@) =" f@)ln;(x) +

Jj=0

ﬁﬂ”*%)nnﬂw
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ot IT,, 1 est toujours défini comme le polynome H _o(x%x;), et & appartient
a lintervalle ouvert |a,b[ . En intégrant sur [a, b] (avec la mesure pondérée
w(z) dz), on trouve

n

/ fe)o(z)dz =3 AV f(z) +1 / SO ()T 1 (2)w(x) dr,

7=0

avec (sans surprise, désormais) /\j-vc = f:Ln,j(x)w(x) dz. Les formules de
Newton-Cotes fermées sont donc bien exactes pour les polynémes de P,. On
a alors le théoréme suivant.

Théoréme 5.3 On suppose ici que la fonction w est paire sur lintervalle [a, b],
ie. quew(a+x) = w(b%zx) pour tout x $ [0,b%a]. Sin est pair, alors la formule
de Newton-Cotes fermée utilisant n 4+ 1 points est exacte pour les polynéomes de
Pri1-

Preuve. La formule de quadrature étant linéaire et exacte sur P,, il suffit de
montrer qu’elle est exacte pour un polynéme de degré n+1. Considérons f(z) =
(a: %“T”’)wr1 : si n est pair, n + 1 est impair et la fonction f est impaire sur
[a,b]. La fonction produit wf est donc également impaire sur [a,b], et on en
déduit que

b
/ w(z)f(x)dz = 0.
D’autre part, on a
ZTn_jt+xj=a+ (n%j)h+a+ jh=2a+nh=a+b,

i.e. Tp_j et x; sont symétriques par rapport a x,,5 = (a + b)/2 (ce qui est
archi-clair sur un dessin!). La fonction f étant impaire, on en déduit que

f(@n—j) = %f(x;),

et donc
n "*1
> AN f(ay) = ZANC‘f 2j) + M f(zy) Z AN f(a)
= J=0 :’0_/ Jj=5+1
z-1
=D [T %),
7=0

Il ne nous reste donc plus qu’a vérifier que les poids sont symétriques, i.e.
)\NC = )\fycj, ce qui est assez clair si 'on pense (avec w 3 1 pour commencer)
que les polynomes de Lagrange construits sur des nceuds équirépartis (et donc
symétriques par rapport au point milieu a+b) seront naturellement symétriques

sur [a, b], au sens ou 'on aura
L,j(a+z)=L,,—;(b%x) pourtout j${0,...,n} ettout =$ [0,b%a).

On en déduit alors les égalités

b b
/Ln_j(x)dm:/ Lpn—j(z)de
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(faire un dessin!), ce qui conclut la preuve pour w 3 1. Dans le cas général ou
w est paire sur [a,b], 'argument est rigoureusement le méme : on a

Lyj(a+z)w(a+z) =Lyn;j(0%z)w(d%z) pour j${0,...,n}, z$ [0,b%a]

et de la méme fagon,

b b
)\évc :/ L, ;(z)w(zx) dx:/ Lyn—j(@)w(z)dr = /\g_cj
O

On retrouve ainsi le fait que la formule de Simpson (Newton-Cotes fermée,
n = 2) est exacte pour les polynomes de degré ! 3.

Pour les formules de Newton-Cotes ouvertes (telles que les extrémités ne font
pas partie des noeuds), le théoréme ci-dessus s’adapte, et on peut montrer avec
un raisonnement semblable (en particuliers, tous les arguments de symétrie res-
tent valables) que lorsque n est impair, la formule de quadrature (utilisant donc
n %1 points) est exacte pour les polynomes de degré ! n %2, et lorsque n est
pair, elle est exacte pour les polynomes de dégré ! n %1.

On retrouve ainsi le fait que la formule du point milieu (Newton-Cotes ouverte,
n = 2) est exacte pour les polynomes de degré ! 1.

5.4 Formules composées

On suppose a présent w 3 1, pour simplifier. Nous avons vu que ’erreur dans
les formules de quadrature pouvait étre majorée par une puissance de b %a, a
condition bien stir que la fonction f dont on cherche & approcher 'intégrale soit
suffisamment réguliére. L’idée est donc ici de décomposer Uintervalle [a,b] en
"petits sous-intervalles" et d’appliquer sur chacun de ces sous-intervalles une
formule élémentaire telle que celles décrite plus haut (Gauss ou Newton-Cotes,
par exemple).

Supposons par exemple que [a,b] est découpé en N sous-intervalles [a;, a;t1]

de longueur h = b_Ta, et que sur chaque sous-intervalle on applique la méthode

des trapézes, i.e.

/abf(x)dx = Nz_:l/aﬁl flz)dz 2 gh {f(ai)‘;f(aiﬂ)} .

i=0 v i

On obtient de cette fagon :

b 1 1
[ f@ar2 b5+ o) + s slax-) + 550

Plus généralement, avec N + 1 points ag := a < a; < &@a< ay := b, on a

b N1 rap
/af(x)dx:;/ai (@) da.
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On notera h; := a;+1 %a;. Pour chaque i, on se raméne ensuite & un intervalle
de référence [%l, 1], grace & un changement de variable affine :

i hi (', rai+ai h;
/a f(w)dx—5[1f<T+55)ds.

Si l’'on note @;(s) := f (Lg“ + 5%), on est amené a utiliser une formule de

quadrature élémentaire pour chaque fonction ¢; :

[1 pi(s)ds =Y Ajpi(r) + B(pi).

=0

Les 7; sont les noeuds de quadrature (sur lintervalle de référence), et les A;
sont les poids associés, bien sir ils sont indépendants des points a;. La formule
composée s’écrit alors

b N-1 n N-1
hi a; -+ Ai+1 -+ hiTj hz
i flz)dz = . gz)v‘f <2) + . EE(%)’
1=0 7=0 1=0
soit ,
[ $@)de = Twa(5) + Exalh), (39)
a
en notant a; ; 1= %(ai + ait1 + hiTy),
N—-1 h n N—-1 h
Tnn(f) = ?ZZ)\jf(am) et Enn(f):=Y_ =E(g) (40)
i=0 j=0 i=0

Si la formule de quadrature élémentaire est d’ordre k (0, la formule composée
sera également d’ordre k£ ( 0. On en déduira en particulier que la formule est
exacte pour les constantes, d’oul

j=0

La somme T, (f) est donc une moyenne de sommes de Riemann, d’ou le ré-
sultat suivant.

Théoréme 5.4 Simaxo<i<n—1h;) 0 lorsque N) # , alors

b
Tnn(f)) /f(m)dx lorsque  N) # .

La question qu’on doit maintenant se poser est : connaissant (une majoration
de) lerreur sur la formule élémentaire, peut-on connaitre (une majoration de)
Perreur sur la formule composée ? D’apreés le théoréme 5.1, on a

1 1 1 n m 1
|E(@s)| = E/ Ry (1) (1) dt’! 7l Pt L“([*l,l])/ | Ry ()] dt.
. -1 . -1
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Comme .
R\ " . , h.
eFD (1) = (1) Fl+1) (““Lazﬂ i 821) ,

on en déduit que

1 (h\*! !

B g (5) T e [ IR
: 1

Notons h(N) := maxg<;<n—1 h; : Perreur globale En ,,(f) := vaz_ol %E(gpl) se

majore alors par

1 (R(N)\*T . 1 Ny,
|EN ()] 7 <(2)) FED Loo([a,b])/ | R (t)] dt Z 5
) -1 i=0

——
=(b—a)/2

On a donc établi le théoréme suivant.

Théoréme 5.5 On suppose que la formule de quadrature élémentaire est d’ordre
k, et que f $ C*T1([a,b]). Alors lerreur globale de la formule composée (39)-(40)
vérifie

IEna(F)IT Ok FETD L (V)R

avec Ci = grtary f_11|Rk(t)| dt.

Remarque 5.5 Dans le cas des formules de Newton-Cotes, on peut avoir des
résultats plus précis.

Remarque 5.6 Dans le cas des formules de Newton-Cotes fermées, on peut
avoir une estimation des poids : ils deviennent grands et de signes alternés.
Elles sont donc trés sensibles aux erreurs d’arronds.

Cas particulier de la méthode des trapézes. On a dans ce casn =1,

1
Ewn:/imwwwMt

t
¢ N-1 h 1
Bnalf) = Ewalh) = 35 [ Raogl©a
=0 -
Il n’est alors pas difficile de voir que Ry(t) = %W ' 0 sur [%L,1]. En

prolongeant R; par 0 en dehors de [%1, 1], on obtient une nouvelle fonction R,
(continue sur R), et on peut calculer
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Posons

Ry (z) = Nz_f (};Z')Qzél <§(z%“+2““)> .

=0

a support dans [a;,a;4+1]
Cette nouvelle fonction est & support dans [a, b], et

b

Ena(f) = / Ri(z)f"(z)da.

R est donc le "noyau de Peano" associé a la formule composée. R | est également
négatif ou nul dans [a,b]. On peut donc majorer Perreur suivant

b b
Exa(f)] = / Ry(@)f" (@) dz| ! " "™ Lo an) / %R, (z) dz.

on en déduit que l'erreur globale peut se majorer (ici dans le cas des points
équidistants, i.e. hg = &@dhy_1 = h(N) = b_Ta)

b%a
12

(b%a)3
12

|Exa(f)]! R(N)*" f"" Los (jap)) = N2 " o), N (L



